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Аннотация. В  статье  рассматриваются  два  способа
решения  задачи  с  параметром,  в  основе  которых
используется  графический  метод.  Авторы  выделяют  виды
задач, решения которых наиболее рационально с помощью
этого метода. А также показывают, как может меняться ход
решения  задачи  в  зависимости  от  графической
интерпретации её условия.

Annotation. The  article  discusses  two  ways  to  solve  the
problem with parameter based on the graphical method. The
authors  identify  the  types  of  tasks  that  can  be  solved  most
efficiently using this method. They also show how the course of
solving  a  problem  can  change  depending  on  the  graphical
interpretation of its condition.

Ключевые  слова: уравнение  с параметром, графический
метод решения, графики функций.
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При решении уравнений с параметрами вида f(x) =
g(x,a) (1) предпочтение отдается графическому методу, если
y =  g(x,a) задает  на  плоскости  множество  параллельных
прямых,  либо  пучок  прямых  с  угловым  коэффициентом,
зависящим  от  параметра  a.  Наиболее  простой  вид
уравнение  (1)  принимает  в  случае,  когда  правая  часть
задает  множество  прямых,  параллельных  оси  OX.  Кроме
того,  графический  метод  определения  числа  корней
уравнения  в  зависимости  от  входящего  в  него  параметра
является более удобным, чем аналитический.

Одно и то же уравнение с параметром можно решать по-
разному, в зависимости от его графической интерпретации.
На  примере  одной  задачи  покажем,  как  при  разных
подходах меняется её решение.

Задача. Найдите все значения а, при которых уравнение

 на промежутке [0;∞), имеет ровно два корня [1].
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Решение  1. Перейдем  к  графической  интерпретации:

 .

Уравнение  определяет гиперболу с вертикальной
асимптотой x = -1 и горизонтальной асимптотой y = 0.

Уравнение   задает  множество
лучей  с  общим  началом  в  точке  (3;0)  и  симметричных
относительно прямой x = 3. 

Можно  заметить,  что  при  a≤0, исходное  уравнение  не
имеет  решений.  Определим,  для  каких  положительных  a
графики функций имеют ровно две общие точки при x≥0.

Рисунок 1. Графическая иллюстрация решения 1

При x > 3 прямая y = ax – 3a пересекает  гиперболу  и
поэтому одно решение уже есть (рис. 1). Нужно установить,
когда  прямая y =  –ax  + 3a  при x <  3  имеет  одну  общую
точку с гиперболой.
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Найдем,  при  каких  a прямая   y  =  –ax + 3a  касается

гиперболы  .  Запишем  условия

касания:   Откуда . Далее находим, что

при   прямая y = –ax + 3a проходит  через  точку  (0;2).

Итак, при  и при   уравнение имеет ровно два  корня
на промежутке [0;∞).

Ответ:  .

Рассмотрим другое решение этой задачи.

Решение  2. При  x ≥ 0  и a ≠  0 исходное  уравнение

можно записать в виде .

Введем функции: 

Сделаем чертеж при x≥0.

Рисунок 2. Графическая иллюстрация решения 2
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Из  чертежа  (рис.  2)  видно,  при  каких  значениях  b
прямая y  =  b имеет  две  точки  пересечения  с  графиком
функции.  Запишем  условия:  0  <  b <  3  или  b  =  4,

откуда   или 

Получаем,  при   уравнение  имеет  ровно  два
неотрицательных  корня.

Ответ:  .

Итак,  решение  2  получилось  более  простым  и
рациональным.  Поэтому  при  использовании  графического
метода в уравнениях с параметрами на определение числа
корней второй подход наиболее предпочтителен.
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